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θεμα 1. α: Είναι:

(A+B)2 + (A−B)2 = (A+B) (A+B) + (A−B) (A−B) =

= A2 +AB +BA+B2 +A2 −AB −BA+B2 = 2
(
A2 +B2

)
β: ΄Εχουμε από το (α) C = 2

(
A2 +B2

)
. Εκτελώντας τις πράξεις παίρ-

νουμε

C =

(
−2 −6

6 22

)

β1: Ο C είναι αντιστρέψιμος αφού detC = −8 6= 0. Σύμφωνα με
γνωστό τύπο, ο αντίστροφός του είναι

C−1 = −1

8

(
22 6
−6 −2

)
β2: Εξ ορισμού C0 = I2. ΄Εστω n ∈ Z∗

τ.ω. Cn = I2. Τότε

detCn = 1⇒ (detC)n = 1⇒ (−8)n = 1

το οποίο είναι άτοπο.

θεμα 2. α: Παίρνουμε τον επαυξημένο πίνακα του συστήματος και

εφαρμόζουμε απαλοιφή Gauss

 1 -1 2 a
4 0 1 b
3 1 -1 c

 −→
 1 -1 2 a
0 4 -7 b-4a
0 4 -7 c-3a

 −→
 1 -1 2 a
0 4 -7 b-4a
0 0 0 a-b+c


Οπότε το σύστημα είναι συμβιβαστό για τις τριάδες (a, b, c) που

ικανοποιούν τη σχέση
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a− b+ c = 0

Το σύστημα δεν μπορεί να έχει μοναδική λύση, διότι ο πίνακας

συντελεστών του συστήματος δεν είναι αντιστρέψιμος.

β: ΄Εχουμε το σύνολο

W =


ab
c

 : a− b+ c = 0


΄Εστω w1 =

ab
c

 , w2 =

xy
z

 ∈W και λ ∈ R.

Εύκολα προκύπτει ότι w1 + w2 ∈ W και λw1 ∈ W , δηλαδή W είναι

υπόχωρος του R3×1
.

Από τη θεωρία γνωρίζουμε ότι ο W είναι ο χώρος στηλών ΣA του

πίνακα των συντελεστών

A =

 1 -1 2

4 0 1

3 1 -1


Οπότε

dimRW = dimR ΣA = rank(A)
(a)
= 2

Μια βάση του W αποτελούν οι 2 πρώτες στήλες του Α , αφού πε-

ριέχουν ηγετικά στοιχεία.

΄Αλλος τρόπος εύρεσης βάσης του είναι ο εξής:

ab
c

 ∈W ⇔
ab
c

 =

b− cb
c

 = b

1
1
0

+ c

−1
0
1



Συνεπώς μια βάση του W είναι η


1

1
0

 ,

−1
0
1


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θεμα 3.

T (v1 − v2) = T (v2 − v3)⇔ T (v1)− 2T (v2) + T (v3) = 0 (1)

T (v1 − v2) = T (v3 − v4)⇔ T (v1)− T (v2)− T (v3) + T (v4) = 0 (2)

T (v2 − v3) = T (v3 − v4)⇔ T (v2)− 2T (v3) + T (v4) = 0 (3)

α: Γνωρίζουμε από τη θεωρία ότι

Imf =< T (v1), T (v2), T (v3), T (v4) >

Από τις σχέσεις (1),(2),(3) συμπεραίνουμε πως τα διανύσματα

T (v1), T (v2), T (v3), T (v4) είναι γραμμικά εξαρτημένα ανά τρία. ΄Α-
ρα dimR Imf ≤ 2. Επομένως ισχύει η συνεπαγωγή

4 = dimR V = dimR Imf + dimR kerT ⇒

dimR kerT ≥ 2

β: ΄Εστω λ, µ ∈ R με λT (v3) + µT (v4) = 0. Τότε

λv2 + λv4 + µv1 + µv3 = 0

Λόγω γραμμικής ανεξαρτησίας των v1, v2, v3, v4 προκύπτει λ =
µ = 0, δηλαδή τα T (v3), T (v4) είναι γραμμικά ανεξάρτητα και από το
(α) ερώτημα έχουμε ότι dimR Imf = 2. Για την εύρεση του ζητούμε-

νου πίνακα ακολουθούμε την εξής διαδικασία:

T (v1)
(1)
= 2T (v2)− T (v3)

(3)
= 3T (v3)− 2T (v4) =

= −2v1 + 3v2 − 2v3 + 3v4 =⇒

[T (v1)]v =


-2

3

-2

3


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T (v2)
(3)
= 2T (v3)− T (v4) = −v1 + 2v2 − v3 + 2v4 =⇒

[T (v2)]v =


-1

2

-1

2



T (v3) = v2 + v4 =⇒ [T (v3)]v =


0

1

0

1



T (v4) = v1 + v3 =⇒ [T (v4)]v =


1

0

1

0


Συνεπώς

[T : v,v] =


−2 −1 0 1

3 2 1 0
−2 −1 0 1

3 2 1 0



Ολοκληρώνοντας το θέμα έχουμε:

[T (T (v1))]v = [T : v,v] [T (v1)]v =


4

- 2

4

-2


Οπότε T (T (v1)) = 4v1 − 2v2 + 4v3 − 2v4.

θεμα 4. α: Από τη θεωρία ξέρουμε πως οι Α,Β είναι ισοδύναμοι

(A ∼ B) αν και μόνο αν έχουν την ίδια τάξη. Προφανώς η τάξη του Β 
είναι 2.
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• Για λ = 1 έχουμε

A =

(
0 1
2 2

)
⇒ rank(A) = 2 = rank(B)⇒ A ∼ B.

• Για λ 6= 1 έχουμε

A =

(
1− λ λ

2 1 + λ

)
Γ1:Γ2− 2

1−λ
Γ1

−−−−−−−−−→
(

1− λ λ

0 1−2λ−λ2
1−λ

)

Συνεπώς για λ 6= 1, A ∼ B όταν 1−2λ−λ2 6= 0⇔ λ 6= −1±
√

2

Τελικά A ∼ B όταν λ 6= −1±
√

2

β: Ισχύει

A,B όμοιοι⇒ detA = detB

Είναι detA = detB ⇔ λ = 0 ή λ = 2.

• Για λ = 0 έχουμε A =

(
1 0
2 1

)
.

΄Εστω P =

(
x y
z w

)
αντιστρέψιμος με AP = PB. Από την

προηγούμενη ισότητα προκύπτει το σύστημα x = 0
2y = z
w ∈ R

Θέτοντας y = 1, w = 1, παίρνουμε τέτοιο αντιστρέψιμο πίνακα Ρ
κι έτσι οι Α, Β είναι όμοιοι.

• Για λ = 2 έχουμε A =

(
−1 2
2 3

)
.

΄Εστω P =

(
x y
z w

)
αντιστρέψιμος με AP = PB. Από την

προηγούμενη ισότητα προκύπτει το σύστημα
x = z
2y = 2w − x
2x = −2z
2y = −2w + z

⇒ x = y = z = w = 0
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Αφού ο μόνος Ρ που προκύπτει είναι ο μη αντιστρέψιμος

P =

(
0 0
0 0

)
οι Α, Β δεν είναι όμοιοι.
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